TD : CALCUL MATRICIEL

En Pabsence de précisions, la lettre K désigne indifféremment R ou C.

» Somme, produit de matrices

EXERCICE 13.1 Si vous découvrez le produit matriciel
On considére les matrices suivantes :

1 -2 3 2 0 2 1 1 1 2 3
A=12 0 -4|,B=|0 1 =-3],C=|0 4|,D= 4 5 6)'
11 2 -1 3 1 2 5

Calculer les produits AB, AC, BC, DA, CD et DC.

Exercice 13.2 Montrer que la somme et le produit de deux matrices nilpotentes de /#,(K), qui commutent, est
encore nilpotente.

Exercice 13.3 Multiplication par une matrice élémentaire
Soit n € N*. On rappelle que pour (i, j) € [1,n]* on note E; ; la matrice de ./, (K) dont tous les coefficients sont nuls,
Iexception de celui de la i¥™ ligne et j*™ colonne qui vaut 1.

1. Soit A = (ai,j)1<i,j<n € Ma(K). Pour tout (i, ], k, £) € [[1, n]*, calculer [AE; ]k ¢ et [Ei jAlk,¢-
Comment décrivez-vous en termes simples les matrices AE; ; et E; jA ?

2. En déduire la matrice E; ;Ex ¢. On pourra étre amenés a distinguer plusieurs cas.

Exercice 13.4 Matrices stochastiques
Une matrice A = (a;j)1<i,j<n € Mn(R) est dite stochastique si :

> Vi) € Tl 0y > 0 > VielLal Yay =1
b ’ L] = .

=

1. On note V le vecteur colonne de /4, 1(R) dont tous les coefhicients valent 1. Montrer qu’une matrice A € A ,(R) 2
coeflicients positifs est stochastique si et seulement si AV = V.

. . . 1 .
2. Montrer que si A et B sont deux matrices stochastiques, alors E(A + B) et AB le sont aussi.

EXERcICE 13.5

1. Soit D € M ,(K) une matrice diagonale dont les coefhicients diagonaux sont deux 4 deux distincts. Montrer qu’une
matrice A € /M ,(K) commute avec D si et seulement si elle est diagonale.

2. Déterminer {M € J,(K) | YA € Jl,(K), AM = MA}, lensemble des matrices de .4 ,(K) qui commutent a toutes
les autres matrices (ensemble appelé le centre de A ,(K)).

Exercice 13.6 Nilpotence des matrices triangulaires strictes
Soit n € N*. Pour k > 0, on note 7,*(K) I'ensemble des matrices A = (a; ;) € M ,(K) telles que

V(i,j) € [1,n]?, i+k>j=a;; = 0.

1. Montrer que pour k,¢ > 0,si A € T,*(K) et B € T, (K), alors AB € 7" ,(K).

2. En déduire qu'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), a coefhicients diagonaux nuls est nilpotente,
d’indice de nilpotence inférieur ou égal a n.

» Puissances de matrices

Exercice 13.7 Calculer les puissances des matrices suivantes :

cosf —sinf 5 0 1 3 1 3 0 1 1
sinf cosf 20 3.0 3 4 1 0
0 0 3 4.

ExEercice 13.8 Soit J la matrice de 4 ,(K) dont tous les coefficients valent 1.
1. Calculer J. En déduire J¥, pour tout k € N.
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2. En déduire (J + AL,), pour 1 € K et k € N.

5 2 2
3. Calculer les puissancesde A=| 2 5 2|
2 2 5

2cos(d) -1
1 0
1. Montrer que A% =2cos()A-1I.

2. En déduire qu'il existe deux suites (a,) et (by) telles que ¥Yn € N, A" = a, A + byl.
Donner I’expression de a,+1 et de b,.1 en fonction de a, et by,.

ExEercice 13.9 Soit A= ), avec 0 €]0, x[.

3. Montrer que (ay) est linéaire récurrente d’ordre 2, déterminer son terme général et en déduire I'expression de A™.

» Trace, transposée

Exercice 13.10 Soient A, B € 4 ,(R) deux matrices symétriques. Montrer que AB est symétrique si et seulement si A
et B commutent.

Exercice 13.11 Soit A € M ,(R). Montrer que tr (“AA) = 0 si et seulement si A = 0,,.
Exercice 13.12 Montrer qu’il n’existe pas de couple (A, B) € #,(K)? tel que AB— BA = I,,.

Exercice 13.13 Soient A, B € J,(K) telles que pour tout M € M ,(K), tr(AM) = tr(BM). Montrer que A et B sont
égales.

Exercice 13.14 Montrer par analyse-synthése que toute matrice de /(,(K) s’écrit de maniére unique comme la
somme d’une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

» Inverse d’une matrice carrée

ExercicE 13.15 Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et le cas échéant, calculer leur inverse :

o i ) 1 -1 0 0 -1 1 1 -1 -2 2
A B:(O 1 4) c:(z -3 4) po |-t -1 0 2
-1 0 -3 1 -1 2 0 2 2 -4

o 1 1 =2

Exercice 13.16 Inversibilité a I'aide d’un polynéme annulateur
Soit A € M ,(K). Onsuppose qu’il existe des scalaires Ao, A1, - - - , Ap, avec AgA, # O tels que AL, +A1 A+A2A%+ - +2,AP = 0,,.
Montrer que A est inversible, et exprimer son inverse en fonction des AF0<k<p-1.

Exercice 13.17 Inverse d’'une matrice diagonale par blocs
Soit A € GL,(K), C € GL,(K) et B € /i, ,(K).

A B
Opn C

Montrer que la matrice par blocs ) € Mn+p(K) est inversible, et déterminer son inverse.

ExEercice 13.18

p-1
1. Montrer quesiA, B € /4 ,(K) sont deux matrices qui commutent, alors pour toutp € N, AP — B? = (A - B) (Z Ak pP 1k).
k=0

2. En déduire que si N est nilpotente, alors I, + N est inversible, et donner son inverse.

Exercice 13.19 Soient A, B € M ,(R) deux matrices symétriques.
1. Montrer que tr(A%) > 0.

2. En étudiant la fonction A — tr ((/IA + B)Z), prouver que tr (AB)? < tr (A%) tr (B?).

ExErcice 13.20 Oral Centrale 2014
Soit A, B € M ,,(C) deux matrices qui commutent, avec B nilpotente. Montrer que A est inversible si et seulement si A + B
est inversible.
ExEercice 13.21 Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui calculer leur inverse
1. A= (min(i, j))1<i,j<n € Mn(R)
2. B= (Fi+j)1<i,j<n (S J%,I(R) ol Fo = O, F = letVne N, Fn+2 = Fn+1 + Fn.
Exercice 13.22 Théoréme d’Hadamard sur les matrices 2 diagonale dominante
X1
Soit A = (a;;) € Mn(R) telle que Vi € [1,n],la; ;| > Zlai,jl. Soit X =| 1| € Mp1(R) tel que AX = 0,1, et soit
ﬁ:i Xn
io € [1,n] tel que |x;,| = max; |x;|. Montrer que x;, = 0, et en déduire que A est inversible.
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